Geometria pociąga duszę ku prawdzie i rodzi sposób myślenia godny filozofa przez to, że nasz wzrok od 

nizin ku wyższym podnosi przedmiotom.
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PODSTAWOWE POJĘCIA ZWIĄZANE Z KOŁEM I OKRĘGIEM.

OKRĄG 

DEFINICJA: Okrąg o środku w punkcie S i promieniu r (r>0) to zbiór tych i tylko tych punktów płaszczyzny, których odległość od punktu S jest równa r:

                         O (S, r )= {P: |SP|= r}

Promieniem  okręgu nazywamy także odcinek łączący środek okręgu z punktem na okręgu.

[image: image1.wmf][image: image2.wmf]                  

[image: image3.wmf][image: image4.wmf]Średnica okręgu to odcinek łączący dwa punkty na okręgu i przechodzący przez jego środek.                                                  

Cięciwa okręgu to odcinek łączący dwa różne punkty na okręgu.

[image: image5.wmf] Srednica okręgu to jego najdłuższa cięciwa.

W prostokatnym ukladzie wspolrzednych x,y okrag osrodku S(a,b) i promieniu r (r>0) ma rownanie 

(x-a)2 + (y-b)2 = r2
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TWIERDZENIE: Długość okręgu o promieniu r>0 jest równa 2Πr.

DEFINICJA: Łuk okręgu to część wspólna okręgu i półpłaszczyzny, której krawędź zawiera cięciwę okręgu.
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KOŁO
Definicja: Koło o środku w punkcie S i promieniu r (r>0) to zbiór tych i tylko

tych punktów płaszczyzny, których odległość od punktu S nie jest  

większa niż r.

k (S, r) = {P:|SP| ( r}




Wyrażeń “promień”, “ średnica” i “cięciwa” koła używamy tak samo jak w 

przypadku okręgu.

Okrąg o (S, r) nazywamy okręgiem koła k (S, r).

W prostokątnym układzie współrzędnych x, y koło o środku S (a, b) i promieniu 

r (r>0) można zapisać jako zbiór rozwiązań nierówności:

(x-a)2 + (y-b)2 ( r2
-5-

POJĘCIE KĄTA PŁASKIEGO

 



Katem nazywamy każdą z dwóch części płaszczyzny wyznaczonych przez dwie półproste o wspólnym początku wraz z tymi półprostymi.
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LICZBA (
Symbol (, który wyraża stosunek długości okręgu do jego średnicy.

Symbolu tego nie używali ani Egipcjanie, ani Rzymianie, ani też Archimedes.

Został on wprowadzony do matematyki dopiero w połowie XVIII stulecia przez 

znakomitego matematyka Leonarda Eulera, jednego z twórców analizy 

matematycznej. 

     Matematycy egipscy i rzymscy znaleźli stosunek długości okręgu do średnicy

 nie na drodze ścisłych obliczeń geometrycznych, jak późniejsi matematycy, 

lecz wprost z doświadczenia. Owijano okrągły przedmiot nitką, a następnie 

prostowano ją i mierzono. Pomiary te były jednak niedokładne i trudno było 

otrzymać w przybliżeniu wartość równą 3,14.

     Starożytny matematyk Mahomet-ben-Muza napisał:

„Najlepszy sposób to pomnożyć średnicę przez 3 i 1(7. Jest to sposób najprędszy 

i najstarszy. Bogu tylko znany jest lepszy.”

      Obecnie wiadomo, że owa liczba, którą po raz pierwszy podał Archimedes, 

nie wyraża stosunku długości okręgu do średnicy dokładnie. Dowiedziono, że 

stosunek ten nie może być w ogóle wyrażony żadnym ułamkiem skończonym.

       Jeden z matematyków XVI stulecia, Ludolf z Leidy, obliczył stosunek 

długości okręgu do średnicy z 35 cyframi dziesiętnymi. Tę wartość ( 

wynoszącą:  3,1415926535897923846264338327950288....  kazał wyryć po 

śmierci na swoim nagrobku. Niekiedy liczbę tę nazywa się ludolfiną.
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Rekord Ludolfa pobił w roku 1873 matematyk Shanks, który obliczył wartość 

( z 707 cyframi po przecinku. Shanksa prześcignęli w 1946 roku Ferguson 

z uniwersytetu w Manchester i niezależnie od niego Wrench z Waszyngtonu, 

którzy wyrachowali 808 cyfr rozwinięcia dziesiętnego liczby (, wykrywając

przy tym błąd w obliczeniach Shanksa od 528 miejsca po przecinku.

  Obecnie elektronowe maszyny podają wynik liczby ( wynoszący ponad 2000

cyfr po przecinku. Nie ma to jednak praktycznego znaczenia.

Polski matematyk  Kazimierz Cwojdziński  napisał wiersz, który pozwala 

zapamiętać sposób 25 cyfr liczby (:

              Kuć i orać

              w dzień zawzięcie

              bo plonów

              nie ma bez trudu.

              Złocisty szczęścia okręcie,

              kołyszesz...

              Kuć.

              My nie czekajmy cudu.

              Robota

              To potęga ludu.
Liczba liter w każdym słowie oddaje kolejne cyfry liczby (.
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RODZAJE KĄTÓW PŁASKICH

1. Kąt zerowy










miara kąta:










00 = 0 rad

Kąt zerowy, to taki kąt, którego ramiona pokrywają się, i który zawiera tylko punkty należące do ramion. 

2. Kąt pełny











miara kąta:










3600 = 2( rad














Kąt pełny, to kąt, którego ramiona pokrywają się, a jego wnętrze zawiera wszystkie punkty płaszczyzny.




















3. Kąt półpełny






















miara kąta:










1800 = ( rad













Kąt półpełny, to kąt, który jest połową kąta pełnego.

4. Kąt prosty









































    miara kąta:









    900 = ((( rad




.
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Kąt prosty jest połową kąta półpełnego.

5. Kąt ostry 










miara kąta:










00 < ( < 1800










0 rad<(<(((
Kąt ostry, to kąt większy od kąta zerowego, a mniejszy od kąta prostego.

6. Kąt rozwarty






















miara kąta:










90 0 <(<180 0


Kąt rozwarty, to kąt większy od kąta prostego, a mniejszy od kąta półpełnego.

7. Kąt wypukły










miara kąta:










0 0 ( ( ( 180 0










0 rad ( ( ( ( rad


Kąt wypukły, to kąt mniejszy od kąta półpełnego.


Kąt półpełny jest także kątem wypukłym.

8. Kąt wklęsły











miara kąta:










180 0 ( ( ( 360 0









( rad ( ( ( 2( rad


Kąt wklęsły, to kąt większy od kąta półpełnego.
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KĄT WPISANY W OKRĄG

Definicja: Kąt wpisany w okrąg to kąt, którego wierzchołek leży na okręgu, a 

                 ramiona zawierają cięciwy tego okręgu.




















































.














O kącie środkowym i o kącie wpisanym mówimy, że jest oparty na łuku 

wyciętym z okręgu przez ten kąt.

Łuk wyróżniony na rysunku leży wewnątrz kąta wpisanego (. Mówimy, że kąt wpisany ( jest oparty na tym łuku.



Półproste, które są ramionami kąta wpisanego, tworzą dwa kąty. Kątem 

wpisanym jest jedynie kąt, który ma mniej niż 1800.

Ramiona kąta wpisanego w okrąg zawierają dwie cięciwy tego okręgu.

Rysowanie kąta wpisanego możemy ograniczyć do rysowania odpowiednich 

cięciw.
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KĄT ŚRODKOWY W OKRĘGU

Definicja: Kąt środkowy w okręgu to kąt, którego wierzchołkiem jest środek

                 okręgu.



Półproste o wspólnym początku w środku koła dzielą płaszczyznę na dwa 

kąty. Każdy z nich jest kątem środkowym.

                                    


















Ramiona kąta środkowego dzielą okrąg na dwa łuki. Łuk, który leży wewnątrz 

kąta środkowego ( jest zaznaczony na niebiesko. Mówimy, że kąt środkowy (
jest oparty na tym łuku.

Ramiona kąta środkowego w kole zawierają dwa promienie tego koła.

Rysowanie ramion kąta środkowego można ograniczyć zatem do rysowania tych 

promieni.
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PRZYKŁADOWE ZADANIA

Zadanie1.           
Oblicz, ile stopni ma kąt środkowy oparty na 1/9 okręgu.

kąt pełny – oparty na pełnym okręgu















360 0 – 1

szukany kąt- oparty na 1/9 okręgu

· -  1/9

otrzymaliśmy proporcję:

360 0/( = 1/1/9 => (=40 0 
odp. Miara kąta środkowego opartego na 1/9 okręgu wynosi 40 0.

Zadanie 2.

Oblicz, jaki kąt środkowy tworzą wskazówki zegara o godzinie 752.

























Zegar podzielony jest na 60 części. Kąt utworzony przez małą i dużą 

wskazówką stanowi 17 części.
Ponieważ na każdą część przypada 60
, stąd

poszukiwany kąt środkowy wynosi:

                           17 x 60 = 1020

Odp: O godzinie 752 wskazówki zegara tworzą kąt 1020.
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Zadanie 3.

W okręgu o środku O narysowano dwie średnice AB i CD. Kąt wpisany CAB

ma miarę 420. Oblicz, jaką miarę ma:

a/ kąt wpisany ACD                   b/ kąt środkowy COB

                                                                          C





















































A


OOoo


B



























                                           D

Trójkąt  AOC jest równoramienny ( ramiona mają długość promienia koła), stąd

kąt ACD jest równy kątowi CAB, czyli wynosi 420. 

Kąt COB jest równy:

1800  - ( 1800 – 2x420 ) = 1800 – 960 =840                   

-14-

TWIERDZENIA O KĄCIE WPISANYM I ŚRODKOWYM

Twierdzenie 1

Jeżeli kąt wpisany i kąt środkowy są oparte na tym samym łuku to kąt środkowy ma miarę dwa razy większą od miary kąta wpisanego.

Dowód:







(ASC jest równoramienny => |(CAS| = |(ACS| = (
(BSC jest równoramienny => |(SBC| = |(SCB| = (
Z własności kątów trójkąta wynika:


2( + |(ASC|= 1800


2( + |(BSC|= 1800
Dodając równania  stronami:


2( + 2( +  |(ASC| +  |(BSC| = 3600

2( + 2( = 3600 – (|(ASC| +  |(BSC|)


2(( + () = |(ASB|


2|(ACB|=|(ASB|


c.n.d.
Twierdzenie 2

Jeżeli kąty wpisane są oparte na tym samym łuku, to mają równe miary.

Dowód:










































































































Z twierdzenia 1:

( =0,5(
( =0,5(




c.d.n.
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Twierdzenie 3

Kąt wpisany oparty na półokręgu jest prosty.

Dowód:

Z twierdzenia 1:


( = 1800

(=0,5(




c.n.d.

O kącie wpisanym opartym na półokręgu mówimy też, że jest oparty na średnicy, stąd:

Każdy kąt wpisany oparty na średnicy jest kątem prostym.

Twierdzenie 4

Jeżeli kąty wpisane są oparte na łukach uzupełniających się do okręgu, to suma ich miar wynosi 1800.

Dowód:



































































































( + ( =3600
2( = (
2( = (







c.n.d.

Twierdzenie 5

Kąt między styczną a cięciwą przechodzącą przez punkt styczności jest połową kąta środkowego opartego na łuku wyciętym przez pierwszy kąt.
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Z własności trójkąta równoramiennego:

( = (
( + ( + ( = 1800 => 2( + ( = 1800 => 0,5( + ( = 900
Z własności stycznej do okręgu wynika:

( + ( = 900
stąd:

( + ( = 0,5( + ( => (=0,5(


c.n.d.
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PRZYKŁADOWE ZADANIA

Zadanie 1.

Oblicz miary kątów trójkąta ABC.

                                         A                   B

                                       AC = BC

Z twierdzenia 1  wynika, że miara kąta  ACB  wynosi 400. 

Z założenia zadania wynika, że jest (ABC jest  trójkątem równoramiennym,

stąd pozostałe kąty mają:

                  (1800 - 400): 2 = 700
Odp: Miary kątów w ( ABC wynoszą 400, 700, 700.

Zadanie 2
Na okrągłej tarczy zegara połączono odcinkami punkty oznaczajace godziny:

czwartą, dziewiątą i dwunastą. Oblicz miary kątów otrzymanego trójkąta.


-18-
Kąt środkowy (1) jest oparty na tym samym łuku co kąt wpisany (. Jego miara 

wynosi   25x 60 =1500. Z twierdzenia 1 wynika, że kąt ( jest równy 750.

Takie samo rozumowanie stosujemy do kąta (. Kąt środkowy (2) ma miarę 

15x60 = 900. Z tw.1 wynika, że kąt ( jest równy 450. Analogicznie dla kąta (.

Kąt środkowy (3) ma miarę 20x60 = 1200. Stąd z tw.1 kąt ( ma 600.

Odp: Kąty w otrzymanym trójkącie mają miary 750, 450 i 600.

Zadanie 3

Jaką miarę ma kąt ( ?



























































































































Z twierdzenia 4 wynika, że kąt ( = 1800 –1100, stąd ( = 700.

Odp: Miara kąta ( wynosi 700.

Zadanie 4                                                                         

Suma miar trzech kątów wpisanych opartych na tym samym łuku jest równa

1080. Oblicz miarę kąta środkowego opartego na tym samym łuku. 
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Na mocy twierdzenia 2 kąty wpisane (1, (2, (3 są takie same. Stąd każdy


z nich ma:

1800 : 3=600
Z twierdzenia 1 wynika, że miara kąta ( wynosi 1200.

Odp: Miara kąta środkowego wynosi 1200.

Zadanie 5

Dany jest okrąg o środku w punkcie O oraz punkty A, B, C należące do tego 

Okręgu, takie że |(AOB| = 400, a |(BOC| = 800. Punkty A, B, C połącz 

odcinkami. Oblicz kąty trójkąta ABC.










Kąt wklęsły AOC ma miarę: 







3600-(400 + 800)=2400









1) (ABC i (AOC (wklęsłe) są oparte na tym samym łuku, stąd:

|(ABC| = 0,5 |(AOC| = 0,5 x 2400 = 1200

2) (BAC i (BOC są oparte na tym samym łuku, stąd
-20-
|(BAC| = 0,5 |(BOC| = 0,5 x 800 = 400
3) (ACB i (AOB są oparte na tym samym łuku, stąd:

|(ACB| = 0,5 |(AOB| = 0,5 x 400 = 200

Odp: Kąty trójkąta ABC mają miary 1200, 400 i 200.

Zadanie 6

Zaznacz na okręgu kolejno punkty A, B, C, D, E  Narysuj pięciokąt ABCDE

 i wszystkie jego przekątne. Znajdź w tej figurze 3 równe kąty wpisane.






 – pięciokąt ABCDE


 – przekątne pięciokąta ABCDE

Kąty wpisane są równe, jeśli oparte są na tym samym łuku (twierdzenie 2). Na 

powyższym rysunku takimi kątami są:

(DEC, (DAC, (DBC.

Zadanie 6

W dowolnym kole narysuj średnicę AB, a na okręgu zaznacz punkty K, L, M. Jakimi trójkątami są: (ABK, (ALB, (AMB?
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(AKB, (ALB, (AMB są kątami wpisanymi opartymi na średnicy koła, stąd na 

mocy twierdzenia 3 wszystkie trójkąty są prostokątne.
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POŁĄCZENIE WIADOMOŚCI DOTYCZĄCYCH DŁUGOŚCI OKRĘGU, POLA KOŁA ORAZ NIEKTÓRYCH CZĘŚCI KOŁA

Definicja:  Odcinkiem koła nazywamy część wspólną koła i półpłaszczyzny, 

        której krawędź jest wyznaczona przez cięciwę tego koła. 

Odcinek h (na rysunku) lub jego długość nazywamy strzałką łuku      

okręgu odciętego wraz z odcinkiem.




Definicja: Wycinkiem koła nazywamy część wspólną koła i kąta środkowego w 

       okręgu tego koła.

 Ów kąt środkowy (na rysunku) nazywamy kątem środkowym 


 wycinka.
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TWIERDZENIA

1. Pole koła o promieniu r jest równe (r2.

2. Pole wycinka koła o promieniu r wyciętego przez kąt środkowy o mierze ( 

jest równe (r2 x ( / 3600.

3. Długość łuku wycinka koła o promieniu r wyciętego przez kąt środkowy o 

mierze ( jest równe 2(r x ( / 3600.

4. Pole odcinka o promieniu r, z kątem środkowym, którego miara łukowa 

wynosi ( jest równe 0,5r2 (( - sin().
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PRZYKŁADOWE ZADANIA

Zadanie 1
Oblicz długość łuku okręgu i pole wycinka koła, które są wyznaczone przez kąt 

środkowy mający miarę 300, jeżeli koło ma promień 6cm. 


Rozwiązanie:



  r = 6cm 
  (=300
Kąt środkowy ma miarę 300 i stanowi 1/6 kąta półpełnego. Długość łuku okręgu 

wyznaczonego przez ten wycinek stanowi 1/6 połowy długości okręgu.

L=1/6 x ½ 2( x 6=(
Pole tego wycinka stanowi 1/6 połowy pola koła, więc

P = 1/6 x ½ ( x 62 = 3(
Odp: Długość łuku wycinka koła jest równe (cm, a pola tego wycinka 3(cm2.

Zadanie 2

Aby sporządzić karnawałową czapeczką Ania wycięła z kolorowego brystolu 

kołu. Odcięła wycinek koła wyznaczony przez kąt środkowy o mierze 600. Pole 

tego wycinka jest równe 24(cm2. Oblicz ile centymetrów frędzli potrzebuje 

Ania na obszycie tej czapeczki.

Rozwiązanie:
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Do obliczeń potrzebny jest nam promień koła.

Ania wycięła 1/3 półkola czyli 1/6 część koła. Pole tego wycinka koła to 24(, 

zatem 

1/6 (r2 = 24(
stąd obliczamy, że r=12.

Ania zrobiła czapeczkę z 5/6 koła, długość łuku tego wycinka jest równa


5/6 x 2(r = 5/3( x 12= 20( ( 63

Odp: Ania na obszycie czapeczki potrzebuje ok. 63cm frędzli.
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