Zadania z logarytmow, ciagow i geometrii analityczngj.
Zadanie 1.
Wyznacz wartéci parametru m, dla ktérych rownanie

X* + xlogz(g) + Iogz(?) = 0 ma dwa rane rozwizania, ktérych suma

kwadratdow ma wart& najmniejsa.

Rozwizanie:

Aby istnialy logarytmy wystpujace w zadaniu musi iy spetniony warunek
m) 0. Poniewa a=1 jest liczla r6zna od 0 wic jest to rownanie kwadratowe.
Roéwnanie to posiada 2 xoe rozwizania = A)O.

ObliczamA a=1, b= Iogg, c= Iogzg
A =Db?-4ac
A=( Iogzg )2 - 4Iogzg = (logom — log2 )2 - 4( logm — log4 ) =

= (logom —1)% 4(logm—-2) =(logm )2 - 2lopm + 1 — 4logm + 8 =
= (log,m )2 - 6lopm + 9 = (lopm — 3 )2
W przeksztatceniach wykorzystatamiésdzenie o logarytmie z iloczynu oraz
wzOr na kwadrat rénicy.
A>0 - (loggm—-3)2>0
Nierownai¢ jest prawdziwa dla kadlego m > 0 z wyjtkiem tej wartgci dla
ktérej lopm—-3=0
logpm = 3 z definicji logarytmu otrzymujemy

m = 23

m=238
Dla mO[(0; +o)-{8}] rownanie posiada 2 réne pierwiastki.
Wyznaczam sugkwadratow tych pierwiastkdw wykorzystig wzory Vie ta.

-b
X1+ X, = — =-log,™
a 2
C
X1 % = — =log,M
a 4

(X2)? + (X2)? = (Xe+X2)? - 2X1X = ( -|ng% )2 - 2|092? = (-1)*(logm — log2)? -

- 2(logpm —log4) = (loggm — 1)? - 2(logm — 2) = (logm )? + 2logm + 1 —
- 2logpgm + 4 = (logm )? - 4logm + 5
Przez f(m) oznaczam suymwadratow pierwiastkow
f(m) = (logom )? - 4logm +5 niech logm =2z stosu zmiare zmiennej
f(z) =22-4z+5 jest to funkcja kwadratowa o wspoétczynniku a > 0 jej
wykresem jest parabola skierowana ku gérze. Funkcja tagasiwartaé

. . . _—D_ _ . _ __A
najmniejsz dla z —Z—E—Z. W(p;q) p=2, 9 v

A=b2-4ac = (-4)2-4-1-5=16 —20 = -4
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Wykorzystupc podstawienie logn =2 z definicji logarytmu otrzymu;
m = 22 = 40(0; +o0) {8}]

Odp. Dla m = 4 suma kwadratdow pierwiastkOw réwnania ma warto
najmniejsa.

Zadanie 2.

Liczby Iogr9; (%)'2+ 2(v3)% Iogo,5(1—16)2 sa w podanej kolejnéci
3

trzema pocatkowymi wyrazami cagu arytmetycznego (& Suma 2n

pocztkowych wyrazéw tego @gu jest o 60 wgksza od sumy n poakowych

wyrazow tego agu. Wyznacz n.

Rozwizanie:

Obliczam poszczegolne liczby korzystag definicji logarytmu i definicji

potegi 0 wyktadniku catkowitym ujemnym.

Pierwsza liczba I(&g 9=% (+/3)*=9 sprowadzam réwnanie do wspolne;
3

podstawy 3
( 30,5)X — 32
30 =32 funkcja wyktadnicza jest vmowartgciowa wiec
0,5x=2
X=4

Druga liczba %)-2 +2(J3)°=22+42.1=4+2=6
al Tyeoy o (Ly=(ly
Trzecia liczba Iog5(16) X (2) (16)
1 X = 1 42
GY=l)]
1xx_,1.8
GY=G)
X=8
Tak wiec liczby te g trzema pocatkowymi wyrazami cagu arytmetycznego w
ktorym: a =4, =6, =8

Pierwszy wyraz w tym agu wynosi a = 4. Obliczam ranice chgu
arytmetycznego: r=g-a =6-4=2



Korzystam ze wzoru na sunm poczitkowych wyrazow cigu arytmetycznego
S, = Z_Qlw.n i obliczam $, = &a_‘q-i-(zzni_l)an
Son= 8+(2n_1)2/2n =(8+4n-2)n=(4n+6)n=4n2+6n oraz

S, = 8+(n—1)2_n:/2(’4+n—1)n — 2 +3n

2
Z tresci zadania wynika nagpujaca zalenosé
Sn= S + 60 ol

4n2+6n=n2+3n+ 60
3n2+3n-60=0]| :3
n2+n-20=0
A =Db2-4ac
A=1-4-1-(-20) =81
Ja=9
nlzﬂ:-E,DN
2

n, = T1t9

= 40N

Odp. Dla n = 4 spemionygst warunek zadania.

Zadanie 3.
Punkt S=(0;0) jesérodkiem boku Aﬂéwnoleg%oboku ABCD. Mag dane
wspotrzdne wektorow AB = [4;3], BC =[6;2] wyznhacz:
a) wspotrzdne wierzchotkéw,
b) pole rownolegtoboku,
C) miark kata ostrego réwnolegtoboku.
Rozwizanie:
Sporadzam rysunek pomochniczy

A B
Dane: s s
Punkt S =(0;0), AB =[4;3], BC =[6;2]
Szukane: A=(X; Ya), B=(Xs; ¥g), C = (X; Yc), D = (Xp; Yp).

— —>

AD =BC= [6; 2]

AD =[Xp —Xa; Yo =Y a] = [6; 2]

Otrzymujemy réwneci

Xo—=Xa=6 0 Yyp—ya=2

Ze wzoru narodek odcinka otrzymujemy réwnania
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Xa+tXp _ Yat Yo
2 2

Budug uktady réwna

{XD_XA=6 {YD—YAZZ
XA+XD_ U yA+yD_
7 /2 T2~ 92

{XD—XAZG O {yD—yAZZ
XA+XD:O yA+yD:0
Otrzymane uktady réwnarozwiazuje metody przeciwnych wspoétczynnikow
2XD =6 U 2yD =2
Xp = 3 Vo = 1
Xa+Xxp=0 O ya+yp=0
Xa+3=0 Va t 1=0
Xa = -3 0 Ya = -1

A=(-3;-1) i D=(3;1)
Obliczam wspoétrzdne punktu B

N
AB =[Xg—Xa Ye—Yal=[Xg+3;ys+1]

[Xe +3;ys+1] =[4; 3]
Z tego,ze wektory rowne majrowne wspotrzdne wynika

XB+3:4 O yB+1:3

Xg = 1 O VB = 2
B=(1;2)

Obliczam wspétrgdne punktu C

BC =AB
[Xc—3iye—-1]=[4;3]
Xc—3=4 O Yec— 1=3
Xc=7 0O Yc = 4
C=(7;4)
b) Wykorzystug obliczenia i rysuj rownolegtobok ABCD w prostaknym
uktadzie wspotrzdnych.
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Obliczam pole rowolegtoboku
6 2
1 —> == :
PABCDZZ-PADAB=2-§‘d(AD; AB Y F ‘ 4 3 ‘: ‘18-8 ‘=1012

Pole rownolegtoboku wynosi 10 j2
c) Kat ostry réwnolegtoboku ABCDQF a= %L(ﬁ AB)

Obliczam cosinus tegaaka korzystajc ze wzoru analitycznego

ab+ab
cosq = 20

S| AD
ASTAR

> —
Gdzie AD=[a;a]=[6;2], AB=[by;b;]

—_—
AD | =\62+22 =30 = 2410

| AR | =la2+ 32 =35 =5

6-4+2-:3 310
COsg =——mmm =
24105 10

3410

Odp: Cosinus #ta ostrego réwnolegtoboku wynosi ——
10

Opracowata mgr Barbara Teodziecka.






