Funkcja generaca momenty oraz funkcja genegoa
kumulanty

Funkcja generaca momenty (FGM) to funkcja zmiennej rzeczywistej (powiedzjmy
okreslona dla danej zmiennej losowej (powiedzidyw sposob nagpujacy:

M, (0 = E(e) = [0, (X

Oczywiscie dla dyskretnych rozkladéw prawdopodatsiva catle interpretujemy jako
odpowiedni szereg:

M (t) =E(e”) = ietk [P(X =k)

Bardzo wang cechy FGM jest to,ze dwie zmienne losowe o xaych rozktadach
prawdopodobigstwa mag r6zne FGM. Zatem FGM wyznacza jednoznacznie rozktad
zmiennej losowej.

Wprowadmy nas¢pujace oznaczenia:

m, = EX* - czyli k—ty moment zwykty;
U, = E(X —EX)* -czyli k—ty moment centralny;

Jezeli rozktad zmiennej losowex jest taki,ze istniep momenty zwykie dowolnego
rzedu, to momenty te m@my wyznaczy z wzoru:

— ak M X (t) |
< dtf

Wz0r ten uzasadnia nazviunkcji. Wymagamy oczywécie, aby FGM wraz z

pochodnymi rgzdu k przyjmowata skaczone wartéci na otwartym otoczeniu zera.

Zauwamy, ze jezeli warunek ten jest spetniony, wtedy memy rozwiraé funkcije
wyktadnicz w szereg patgowy:
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M (t)—E(etX)—E(1+tX+(tx) (D;) +.)= 1+tml+t;n +tTm3+...

i zauway¢, ze k — ta pochodna tej funkcji jest postaci:

2*M, (1) _ t'm,
T—mk+tmk+l+ o +...

czyli w punkciet = 0 przyjmuje ona warta rowng m.
Najbardziej uyteczna wtasn& FGM dotyczy sumowania niezaieych zmiennych
losowych. Jeeli Z =X+, gdzieX, Y to niezalene zmienne losowe, to:



M, (t) = E(e%) = E*™) = E(e* &) = E(e*) (E(€") =M, (t) M, (1

Wykorzystalsmy fakt, ze funkcje dwdch niezaklmych zmiennych losowychagoéwniez
niezalenymi zmiennymi losowymi, oraziwartos¢ oczekiwana iloczynu dwoch
niezalenych zmiennych losowych rowna jest iloczynowi ich wadiaoczekiwanych.
Mozemy wiec stwierdz¢, ze suma niezataych zmiennych losowych ma FGM rown
iloczynowi FGM kadego ze sktadnikow tej sumy.

Popatrzmy na wiasrioi rozkladéw Gamma korzystg z FGM. Przypomnijmy.e
rozktad Gamma o parametraai f) (a,5~ przyjmup wartasci dodatnie) ma funkejgestasci
dam wzorem:

f(x)=L— B x* e dlax>0

ra)

Funkcjal definiowana jest jako:
Ma) = Is”'le'sds dlaa >0
0

Bardzo wane szczegolne przypadki to: rozktad wagldhiczy, ktory otrzymujemy przyjmag
a =1, oraz rozktad chi — kwadratmstopniach swobody, ktory otrzymujemy

przyjmujc(a, B) = [2 ;]

Obliczmy FGM rozktadu Gamma:

M (t)—je x”’ ‘e ¥dx _(,3 J j('i(:;a X7 te P dx

Wid&t, ze dla t= 3 uzyskana catka jest rozlzea, natomiast dla< Swynosi jeden, poniewa
jest callq z gestasci rozktadu Gammat, - t). Czyli:

Mx(t):(%j dla t<p

Wezmy pod uwag Z =X +Y, gdzieX ~ G(m,B), Y ~ G(02,0)

_ (B
M, () = Mx(t)mvm—(ﬂj

ZatemZ ma réwnie rozktad Gamma z parametranai(+ a,,8). Analogicznie stwierdzamy
ze jezeli zmiennaX ~ G(a,3), to zmiennaX ~ G(a,/c). Teraz maemy wyznacz§ pochodne
kolejnych rzdéw FGM dlat = 0. Otrzymujemy nagpujace wyniki:



_a(a+(a+2).(a+k)

=
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Oto FGM niektérych rozktadow zmiennych losowych:

Rozktad Funkcja estaici Funkcja generagca momenty
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Przypomnijmy definig} skasnosci oraz kurtozy. Wspoétczynnikiem skoosci
nazywamy nagpujaca charakterystyk zmiennej losowej:

y_,Us

gdzieo oznacza odchylenie standartowe;

Wspotczynnik skénaosci mowi o asymetrii rozktadu zmiennej losowej i przyjmuje wddio
dodatnie dla rozktadow prawositwych (tzn. rozrzut po prawej stronie wastboczekiwanej
jest wiekszy niz po stronie lewej), oraz warfoi ujemne dla rozktadéw lewoskoych.
Kurtoza (wskaznikiem ekscesu) nazywamy natomiast gpejaca charakterystyk

Vs :'u_i_'?’
ag

Kurtoza jest wraliwa na pojawianie siwielkich odchylé od wartgci oczekiwanej
(ujemnych i dodatnich) dwo bardziej nk wariancja.

Funkcja generaca kumulanty (FGK) okrédona jest w nagpujacy sposob:

Cx () =In(M (1))



Z definicji tej widat od razu,ze FGK dla sumy niezaimych zmiennych losowych jest sam
FGK charakteryzujcych sktadniki. Zdefiniujmy teraz kumulapzmiennej losoweK rzedu k

jako:
9“Cy (1)

iz0

Cc =
“ ot

Przyjmijmy jeszcze jedno oznaczenbd dlak — tej pochodnej FGM. Policzmy kilka

pierwszych kumulant:

_AC(t) _aIn(M(t)) _ M,
et ot M,

CO po podstawieniti= 0 dajemy, czyli wartas¢ oczekiwam zmiennej losowe;j.

_9°C(t) _a*In(M(t)) _ M,M,-M/
2 ot ot? M 2
co po podstawieniti= 0 dajem, — (my)?, co jest réwne wariancji, czyli drugiemu momentowi

centralnemu. Nagpne obliczenia daj
_9°%C(t) _ad*In(M(t)) _ M,MZ-3M,M,M, +2M
ot® M

> atd

Po obliczeniu czwartgochodnej otrzymujemy:

— 2\2
C, = U, ~¥(0?)
czyli czwarta kumulanta nie jest rowna czwartemu momentowi centralnemu. \dracaj

jeszcze do skimosci i kurtozy zauwamy, ze:
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Dla omawianego wczaiej rozktadu Gammad,3) charakterystyki te wynogsz



