Problem delijski

Okoto 400 lat p.n.e. wybuchta w Grecji epidemia dumy, ktora trwata
bardzo dtugo i pochaniata olbrzymig ilos¢ ofiar mimo nieustajacych modtéw
I dorywczo stosowanej pomocydkarskiej. Zrozpaczona ludngé postanowita
wowczas zwrocé sig do stynnej wyroczni boga Apollina w Delos
z zapytaniem co naley uczyni¢, aby przebtaga bogoéw. Odpowied
przekazana przez kaptanl¢ brzmiata, ze nalezy przebudowat ottarz boga
znajdujgcy sie w swiatyni delijskiej, maj acy ksztalt szécianu, w ten sposaob,
aby jego objtosé¢ powiekszyta se dwukrotnie. Zadanie to nie byto trudne
I dlatego tez szybko uczyniono zadé&¢ zyczeniu boga, zmieniagc przy tym
ksztalt geometryczny ottarza.

Dzuma jednak szalata dalej, a na dalsze zapytanie, dlaczego gniew
boga nie ushpit, wyrocznia odpowiedziata, ze nalezy nie tylko podwoié
objetos¢ oltarza, ale rowniez zachowa jego dawmy postaé sz&cienmn.

Przystapiono do realizacji tego, zdawatoby si na pierwszy rzut oka,
prostegozadania. Natrafiono jednak na nieprzewidziane trudnaci. Wreszcie
postanowiono zwrdéce sie po rade do najbardziej autorytatywnego uczonego
w owym czasie — Platona. Lecz mimo wysitkow zarowno jego, jak i jego
uczniow, nie znaleziono konstrukcji wykonalnej za pomog linijki i cyrkla,
ktora umozliwiataby przejscie od szécianu o danej krawedzi do sz&cianu
0 objetosci dwa razy wigksze;.

Nie wiemy, jakie byly dalsze koleje tej epidemii. Musiata si
niewatpliwie wreszcie skaiczyé, mimo niewykonania zalecenia wyroczni.
Faktem jednak jest, ze kostka ta nie dawata spokoju wielu pokoleniom.
Otrzymano w ten sposOb wiele oryginalnych metod rozwizania tego
problemu: za pomoa linijki i cyrkla w sposéb przybli zony, a za pomoa
innych narzedzi pomocniczych —w sposéb doktadny.

Juz Hipokrates z Chios pawiecit wiele uwagi rozwiazaniu problemu
delijskiego i doszedt do wnioskuze problem ten sprowadza s§ witasciwie do
znalezienia tzw. dwoch srednich proporcjonalnych. Oto wyjasnienie jego
metody.

Wezmy pod uwage dowolng proporcj ¢ liczbowa:

a:b=c:d
a, d — wyrazy skrajne
b, c — wyrazy srodkowe proporcji



Warunkiem prawdziwosci proporcji jest rownos¢ iloczynu wyrazow
skrajnych i iloczynu wyrazow srodkowych:

ald=bl¢t

Grecy jednak rozwigzywali proporcje w postaci odcinkowej. Jeeli a, b, c, d
oznaczajp odcinki, to proporcjonalnosé tych odcinkow okresla twierdzenie
Talesa, ktore brzmi: jezeli ramiona kata przetniemy dwiema rownolegtymi,
to odcinki wyznaczone na jednym ramieniu [lgda odpowiednio
proporcjonalne do odcinkdw na drugim ramieniu. (rys. 1)

m[n
b d a:b=c:d

Przypusémy, ze znamy trzy z tych odcinkéw, np.:a, b, c — i szukamy tzw.
czwartego proporcjonalnego, nazwijmy goXx. Arytmetyczne rozwigzanie
polega na wyszukiwaniux z proporciji:

a:b=c:x
stad
ax =bhc
bc
X=—

a



Grecy znajdowali X za pomo@ nastepujacej prostej konstrukcji:

a:b=c:x

Odtézmy na jednym ramieniu kata, poczawszy od wierzchotka, kolejno
odcinki a i b, na drugim za§ — réwniez od wierzchotka — odcinek c.
Przeprowadzmy nastepnie prosta m przez punkty koncowe odcinkaa i c
— i wreszcie przez punkt kaicowy odcinka b prosta n rownolegla do m
(n|m ). Prostan wyznaczy na drugim ramieniu szukany odcinekx bedacy

czwartym odcinkiem proporcjonalnym do trzech danych odcinkéwa, b, c.
Jezeli w proporcji wyrazy srodkowe 3 jednakowe, np.;a:b=Db:c, to
b nazywamy wyrazem srednim proporcjonalnym. Jak znajduje sie wyraz
sredni proporcjonalny?
Niech bedzie proporcja a: x =x: b x — wyraz sredni
proporcjonalny. Oto rozwigzanie algebraicznex®= ab;
Ograniczamy sk tu do liczb nieujemnych.

x =+/ab

Konstrukcja sredniej proporcjonalnej opiera si¢ na twierdzeniu
o wysokaci w trojk gcie  prostokatnym.  Wychodzac mianowicie
z podobieistwa odpowiednich trojkatow, mozna udowodni, ze wysokaé
wykreslona z wierzchotka kata prostego w trojkacie prostokatnym jest
srednig proporcjonalng odcinkdw wyznaczonych przez ¢ wysokasé na
przeciwprostokatnej. Stad wynika nastepujaca konstrukcja:



a:x=x:b
x2=ab
X =+/ab

1. przeciwprostokatng AB budujemy z sumy odcinkowai b

2. na przeciwprostokytne] wystawiamy z punktu O potokrag Talesa

3. z punktu D podziatu przeciwprostokatnej na odcinki a i b wystawiamy
do niej prostopadia DC az do przecigcia z potokregiem Talesa w punkcie
C.

CD bedzie szukarm srednig proporcjonalng odcinkdw a i b. Wynika to

z podanego twierdzenia, gd# ACB jest trojk gtem prostokatnym, a CD jego

WYSOKGCia.

Znajdowanie docinka x spetniajacego proporcie a: x =X : b starozytni
nazywali rowniez ,wstawianiem” $redniej proporcjonalnej mi edzy odcinki a
i b. Analogicznie do tego nazywali wstawianiem dwdch srednich
proporcjonalnych x i y miedzy dwa odcinki a i b nastpujaca proporcje
ztozong:

a:X=x:y=y:b

Mozna ja rozbié¢ na dwie proporcje proste:

a.X=x:y X:y=y:b



Teraz mozna wykazaé, ze problem delijski sprowadza s¢ do znalezienia
dwaoch srednich proporcjonalnych. Przypusémy, ze mamy podwoi szecian
o krawedzi a. Wstawmy dwie srednie proporcjonalne x i y miedzy dwa
odcinki: ai 2a. Znajdziemy je z proporcji:

a:X=x:y=y:2a

Otrzymujemy z niej dwie proporcje:

a:x=x:y
X:y=y:?2a
Z pierwszej mamy:
ay = X
czyli
X2
y:_
z drugieyj:

y? = 2ax
X2

Po podstawieniu Y = Y otrzymamy:

2 2
[X—j = 2ax
a

x4 = 2a°x
| ostatecznie

x° =23’

Wykazalismy, ze jezeli migdzy dwa odcinki: a (krawedz sze&cianu) i 2a

— wstawimy dwie srednie proporcjonalne, to pierwsza z nich ldzie

krawedzig sze&cianu, ktorego objetosé bedzie dwukrotnie wigksza od

objetosci pierwotnego szécianu.

Dlatego tez poszukiwania matematykéw staraytnych zmierzaly do

znalezieniakonstrukcji na wyznaczeniedwoch srednich proporcjonalnych.

Istnieja rozmaite konstrukcje, ktorych znalezienie przypisuje s¢ Platonowi,

Archytasowi, Menechmosowi i innym. Ob jedna z najprostszych, znaleziona
przez VI Apolloniusza z Pergi.



Oznaczmy diugaé krawedzi danego szé&cianu przez a i zbudujmy
prostokat, ktorego podstawa wynosi2a, wysokasé zas a.

E
AB = 2a
BD=a
| OE = OF
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BD:BF=BF:CE=CE:CD

Przedtuzmy podstawe i wysokasé, jak na rysunku
I wyznaczmy punkt O przeciecia przekatnych prostokata. Przeprowadzimy
teraz przez D prosts EF w ten sposob, by odpowiednie jej punkty przegicia
z przediuzeniami podstawy i wysokdci prostokata — E i F znalazly sk
w jednakowe]j odlegtcci od O,
a wiec OE = OF. Mozna udowodni¢, ze w tym przypadku zajdzie proporcja:
BD : BF = BF : CE = CE : CD lub tez oznaczapc boki prostokata przez a
I 2a i przyjmuj ac BF =x, CE =Yy, otrzymamy:

a.:xX=x:y=y:?2a
Otrzymalismy proporcje identyczng z wyze] rozpatrywana. Stad tez
wnioskujemy, ze odcinek BF =x stanowi rozwigzanie naszej konstrukciji.
Czyli, sze&cian o krawedzi BF = x bedzie miat objetos¢ dwukrotnie wi eksza
od objetosci sz&cianu o krawedzi a.
Czyzby wiec mozna bylo dojs¢ za pomoa konstrukcji plato nskiej do
rozwigzania problemu delijskiego? Chgc odpowiedzi€ na to pytanie, nalezry
zastanowt sie, czy wszystkie wymienione w zadaniu czynrigi
konstrukcyjne sa wykonalne za pomoq linijki i cyrkla. Dojdziemy do



wniosku, ze wszystkie z wyjptkiem jednej: wykre slenia prostej EF w ten
sposob, by OE rownato g OF. Czynnos¢ t¢ mozemy wykonat tylko z
pewnym przyblizeniem, obracapc prosta EF dokota D w ptaszczynie
rysunku tak dtugo, az stwierdzimy za pomo@ cyrkla, ze OE w przyblizeniu
rowna si¢ OF. Mozna tez zbudowa pewne mechanizmy ufatwiajce
wykreslenie naszej prostej. Nie zmieni to jednak faktu, ze podane
rozwigzanie nie odpowiada zataeniom konstrukcji platonskiej i moze stuzy¢
jedynie do wyznaczenia przyblzonych wartosci poszukiwanej krawedzi.

Dzis wiemy, co jest przyczym tego, ze konstrukcja problemu delijskiego za
pomog linijki i cyrkla jest niemo zliwa. Wystarczy w tym celu znalezé jego
algebraiczne rozwjzanie.

Aby jednak pozna¢ istote trudnosci, jest wskazane rozwazaé najpierw
prostsze zagadnienie: zbudowa kwadrat, ktérego pole bytoby dwukrotnie
wieksze od pola danego kwadratu.

Oznaczmy bok danego kwadratu przeza, szukanego z& przez x (rys.).
Chcemy wiec, aby x2=2m@2. Napiszmy to teraz w postacix® = a + &
I przypomnijmy sobie twierdzenie Pitagorasa.

Nasuwa sé natychmiast nasgpujaca mysl: jezeli zbudujemy trojk gt
prostokatny, ktorego obie przyprostokatne beda mialy dlugosé a, to
pzrzeciwprgstokatna da nam diugas¢ boku szukanego kwadratu, gdy wtedy
X“=a +a.

x>=2a

| tak nalezy postapi¢ (rys.). Konstrukcja ta doprowadzita nas zreszf do tego,
ze kwadrat wystawiony na przelkgtnej kwadratu jest dwukrotnie wi ¢kszy od
pierwotnego kwadratu, co jest widoczne z rys. Ca konstrukcje mozna
wykona¢ za pomog linijki i cyrkla.

Zupetnie inaczej jest z podwojeniem szZzianu. Oznaczmy dlugaéé
krawedzi danego szé&cianu przez a, dlugos¢ zas szukanego przezx.
Otrzymamy nastepujace rownanie dla wyznaczenia naszej niewiadomej:

x3 =2m@3 lub x>=at+a®



Nie mamy jednak, niestetyzadnego odpowiednika twierdzenia Pitagorasa
dla przestrzeni, ktory miatby tu zastosowanie. Nie ratuje t& sytuacji, jezeli
wyliczymy x = Y248 =232 , gdyz otrzymany wynik jest jedna z tych wartosci,
co do ktérych Gauss i inni matematycy XIX w. wykazali, ze nie dadz si¢
skonstruowat za pomog linijki i cyrkla.

Mianowicie wykazali, ze za pomo@q linijki i cyrkla mo zna skonstruowa
tylko takie odcinki, ktorych dtugos¢ otrzymuje si¢ z dlugosci danych
odcinkéw przez wykonanie na nich skaczonej liczby dziataa: dodawanie,
odejmowanie, mnaenie, dzielenie i wycaganie pierwiastka kwadratowego.

Natomiast 32 (pierwiastka stopnia trzeciego) nie da % w ten sposob
otrzymag¢. Dlatego ter bezskuteczne byly wszystkie usitowania rozwyrania
problemu delijskiego —zyczenie bogdéw musiato pozostanie spetnione.
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