Opracowanie: Ebieta Malanowska

FUNKCJA KWADRATOWA. ROWNANIA | NIEROWNOSCI DRUGIEGO STOPNIA.

Okreslenia podstawowe:

Jezeli kazdej liczbie x z pewnego zbioru liczbowego X przypaikowana jest doktadnie jedna
liczba y, to méwimyze w zbiorze X okrélona jest funkcja zmiennej x i piszemy
y=f(x) dlax X
przy czym x nazywamy zmieamiezaleng ( lub argumentem funkcji ), y — zmienrzaleng
(lub wartdicig funkcji ), a f oznacza symbol funkcji ( przypardkowania ).

Zbior wszystkich wartéci zmiennej niezalenej, dla ktérych funkcja jest okéna, nazywamy
dziedzig funkcji. Odpowiadajcy dziedzinie zbiér warti funkcji nazywamyprzeciwdziedzin

Funkcj
R y=ax*+bx +c

gdzie a#£ 0, b i c @1 to liczby dane, x jest zmieamiezaleng, y jest zmienn zaleing, nazywamy
funkcy drugiego stopnialbofunkcy; kwadratow;. Jest ona wielomianem drugiego stopnia ze
wzgledu na zmiena x. Dziedziry tej funkcji jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.

Przyktady:

y =3, y=-5¢+4,y=xX+Xx+ 8 g to funkcje drugiego stopnia,
przy czym dla pierwszej z nich

a=3,b=c=0,

dladrugieja=-5,b=0,c=4,

dlatrzecieja=b=1,c=8.

Podstawowe wiasiFoi funkcji drugiego stopnia:
Funkcjay = ax? jest szczegdlnym przypadkiem funkcji kwadratowej. Na rysunku przedstawione
sa wykresy tej funkcji dla kilku wartéci wspotczynnika a.

<<

Konin, maj 2003 r. 1z7



Zauwamy, ze dla a > 0 wykres funkcji y = &przebiega w pierwszej i drugiéjviartce,
natomiast dla a < 0 w trzeciej i czwartajiartce. Jeeli a > 0, to dla x = 0 funkcja y = &x
przyjmuje wartd¢ najmniejsza rowng zeru, jeeli zas a < 0, to dla x = 0 funkcja ta przyjmuje
wartas¢ najwigksz rowng zeru.

Funkcjay = ax? + c jest talke szczegdlnym przypadkiem funkcji kwadratowej.
Wykres jej mana otrzyma z wykresu funkcjiy = ax?, dodajic do radnych wszystkich punktéw
liczbe c.

Przedstawienie funkcji kwadtowej w postaci kanonicznej:
Poniewa a# 0, wigc

2
ax? +bx+c=a( + 2x+ Oy =apx + 22 x+ (22 - ()2 + Gz gx+ 2)2 - 24 G2
a a 2a 2a 2a a 2a 4a° a
b., b?-4ac b., b?-4ac

X+—)-——J=a(x+—)  -————
al( 2a) 4a* J=al 2a) 4a
Oznaczajc

A= b? - dac

/ wyr&nik tréjmianu kwadratowegb

otrzymamy ostatecznie

—a(x+—)" ——
y ( 2a) 4a

/ posta® kanoniczna trojmianu kwadratowego

Aby wykona® wykres tréjmianu kwadratowego, bierzemy pod ugggo postéa kanoniczm

- by A
y=atr 2 T
b A : . - .
Punkt W ( "2a' 78 ) nazywamy wierzchotkiem paraboli;4g¢ on na prostej L / prosta L,
a a

prostopadta do osi Ox w punkcig x - 2£ jestosig symetriiwykresu tréjmianu
a

kwadratowego/.
Parabolay = ax® + bx + ¢ przecina ¢ Ox doktadnie w dwéch punktach, gdy= b? — 4ac > 0;
jest styczna do Ox; gdyx = 0; natomiast nie przecina osi Ox, gdy< 0.

Przykiad:
Sporadzi¢ wykres funkcji y = -2% + 4x — 3

y=-2(x=-1f-1
Osia symetrii jest prosta progpadta do osi Ox w punkcieyx 1.
Wierzchotkiem jest punkt W (1, -1).
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#-4(-2)(-3)=-8<0

W zaleznosci od znaku wspotczynnika oraz wartdci wyréznikaA mozna poda

Funkcja nie ma miejsc zerowych, poniewa
schematyczne wykresy funkcji kwadratowe;:
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Roéwnanie o jednej niewiadomej X, mag posté
ax>+bx+c=0 az0

gdzie a, b i c sto liczby dane / napisane za pomazyfr lub liter / nazywamyéwnaniem
drugiego stopnidub réwnaniem kwadratowyniiczby a i b nazywamyvspotczynnikami
réwnanig liczbe ¢c nazywamywyrazem wolnym
Jezeli przynajmniej jedna spiodd liczb b, ¢ jest réwna zeru, to réwnarde® + bx +c =0
nazywamyownaniem kwadratoym niezupetnymlezelib# 0i c# 0 (a# 0 z natury rzeczy,
jezeli rownanie jest kwadratowe ), to réwnamie” + bx + ¢ = 0 nazywamyzupetnym
Roéwnania kwadratowe niezupetne wymtja w trzech postaciach:

a¢+c=0, b=0,c¢t0

ax’ =0, b=c=0

ax¢+bx=0 b#0,c=0

Rozwi;zanie rownania kwadratowego polega na @méniu wszystkich jego pierwiastkow,
tzn. takich liczb, ktére po podstawieniu w miejsce niewiadomej x spgtaiapwnanie, albo
na wykazaniuze liczb takich nie ma.

Réwnanieax’ + c=0

Jezeli ac > 0, tzn. liczby a i cgjednakowych znakdw, to réwnanie nie ma pierwiastkow,
poniewa jego lewa strona jest zawsze ujemna/gdy a <0, c <0/, lub zawsze dodatnia
/gdya>0,c>0/. Np. réwnanigx 1 = 0. 5¢+ 3, -4x — 8 nie maj pierwiastkow.

Jezeli a i ¢ ¢ r6znych znakow, ac < 0, to

¢ +c=a( +2) =ax - (-] =ax’ - (|- )]
a a a

Jeeliac <0, to a > 0.
c

Roéwnanie aX+c = 0 jest wec w tym przypadku réwnowane réwnaniu:

(x- |- x+ [=)=0
a a

Wynika sde ze istniep doktadnie dwie liczby xi X, spetniajce w przypadku ac <0
réwnanie a% + ¢ = 0, a mianowicie

e

Liczby te r&nia sie jedynie znakiem.

Przykiady:

réwnanie X —1 = 0 ma rozwizanie x= 1, % = -1

réwnanie 4% — 9 = 0 ma rozwizanie x= 1,5, % = -1,5
réwnanie -16% + 9 = 0 ma rozwizanie % = 0,75, % = -0,75

Réwnanie ax® +bx = 0 ma zawsze rozwranie. Przeksztalcgj lewa strore tego réwnania

ax2+bx:ax(x+9)
a

Konin, maj 2003 r. 4z7



Mozna stwierdzi, ze ma ono doktadnie dwa pierwiastki

X1=0 X :-E
a

Przyktady:
réwnanie X + 2x = 0 ma rozwgzanie x = 0, X, = -2
réwnanie 5% — 8x = 0 ma rozwjzanie =0, %, = 1,6

Réwnanieax? = 0 ma doktadnie jeden pierwiastek / tzw. podwéjny / x = 0.

Przyktady:
x?=0
3x=0
2= 0

Réwnanie kwadratowe zupetag® + bx + c=0 /a# 0, b#0, c# 0/ rozwigzujemy
nastpujaco:

Poniewa

4ac-b?

al+bx+c=a(R+ 2x+ Szax+2)+ 2
a a 2a da

]

wigc rownanie dane jest rownowe rownaniu

2_
(x+£)2 b 4ac:

0
2a 4a’

A =Db’-4ac

=0

b A

X +
( 2a 4a”

Jezeli A> 0, to korzystajc ze wzoru na rénice kwadratow mamy réwnanie

(X+2£+ ﬂ)(x-}-ﬂ—ﬂ)zo
a 2a 2a 2a

Istnieja doktadnie dwa pierwiastki

_=b-VA yy= —DFVA

w przypadku gdyA >0
2a 2a

X1

za$ doktadnie jeden pierwiastek / podwajny /

X = b w przypadkuA =0
2a

Jezeli A <0, to rbwnanie nie ma rozgzania
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Przyktady:

x? +5x +10 = 0, A<O réwnanie nie ma pierwiastkéw

x? +5x +6,25 = 0, A=0 rownanie ma jeden pierwiastek x x; = -2,5)
X? +5x +4 = 0, A>0 réownanie ma dwa pierwiastki{x -4, o = -1)

NiechA = b?—4ac >0
Wiemy, ze réwnanieax” + bx + ¢ = 0 ma w tym przypadku dwa e pierwiastki x i x»
Obliczamy ich suraiiloczyn
_ -b-JA -b+JA _ b
X1+ X2 = + =——
2a 2a a

_ (-b=vB)(-b+8) _(-b)*-(/8)* _b?-b?+4ac_c

X1+ X2
da da 4a* a

b
X1+X2:-g X1®Xo=

[V N}

Zaleznosci te nazywaj sie wzorami Viete'y.
Wzory te prawdziwe gtakze w przypadku\ = 0.

Z podanych wcziej schematycznych wykreséw trojmianu kwadratowego wynika metoda
rozwigzywania nierowngci drugiego stopnia

a’+bx+c>0 ax+bx+c<0
aé+bx+c> 0 a +bx+c <0
Przykiady:

X% -8x +16 >0

a:1>O,A:O, X1:X2:4

Odp.x< 41lub x>4

AY
> A
X=4 X y
x dowolne
2 P . >
X“+2x ++5<0, nierownéc sprzeczna 0 X
-3x* +x—5<0, x dowolne
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