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FUNKCJA KWADRATOWA. RÓWNANIA I NIERÓWNOŚCI DRUGIEGO STOPNIA.

Określenia podstawowe:

Jeżeli każdej liczbie x z pewnego zbioru liczbowego X przyporządkowana jest dokładnie jedna
liczba y, to mówimy,że w zbiorze X określona jest funkcja zmiennej x i piszemy

y = f(x) dla x X
przy czym x nazywamy zmienną niezależną ( lub argumentem funkcji ), y – zmienną zależną
( lub wartością funkcji ), a f oznacza symbol funkcji ( przyporządkowania ).

Zbiór wszystkich wartości zmiennej niezależnej, dla których funkcja jest określona, nazywamy
dziedziną funkcji. Odpowiadający dziedzinie zbiór wartości funkcji nazywamyprzeciwdziedziną.

Funkcję
y = ax2 + bx + c

gdzie a≠ 0, b i c są to liczby dane, x jest zmienną niezależną, y jest zmienną zależną, nazywamy
funkcją drugiego stopniaalbofunkcją kwadratową. Jest ona wielomianem drugiego stopnia ze
względu na zmienną x. Dziedziną tej funkcji jest zbiór wszystkich liczb rzeczywistych.

Przykłady:
y = 3x2, y = - 5x2 + 4, y = x2 + x + 8 są to funkcje drugiego stopnia,
przy czym dla pierwszej z nich
a = 3, b = c = 0,
dla drugiej a = - 5, b = 0, c = 4,
dla trzeciej a = b = 1, c = 8.

Podstawowe własności funkcji drugiego stopnia:
Funkcjay = ax2 jest szczególnym przypadkiem funkcji kwadratowej. Na rysunku przedstawione
są wykresy tej funkcji dla kilku wartości współczynnika a.
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Zauważmy, że dla a > 0 wykres funkcji y = ax2 przebiega w pierwszej i drugiejćwiartce,
natomiast dla a < 0 w trzeciej i czwartejćwiartce. Jeżeli a > 0, to dla x = 0 funkcja y = ax2

przyjmuje wartość najmniejszą równą zeru, jeżeli zaś a < 0, to dla x = 0 funkcja ta przyjmuje
wartość największą równą zeru.

Funkcjay = ax2 + c jest także szczególnym przypadkiem funkcji kwadratowej.
Wykres jej można otrzymać z wykresu funkcjiy = ax2, dodając do rzędnych wszystkich punktów
liczbę c.

Przedstawienie funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej:
Ponieważ a≠ 0, więc
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/ postać kanoniczna trójmianu kwadratowego/

Aby wykonać wykres trójmianu kwadratowego, bierzemy pod uwagę jego postać kanoniczną
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Punkt W ( -
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∆
) nazywamy wierzchołkiem paraboli; leży on na prostej L / prosta L,

prostopadła do osi Ox w punkcie x0 = -
a

b

2
jestosią symetriiwykresu trójmianu

kwadratowego/.
Parabolay = ax2 + bx + c przecina oś Ox dokładnie w dwóch punktach, gdy∆ = b2 – 4ac > 0;
jest styczna do Ox; gdy∆ = 0; natomiast nie przecina osi Ox, gdy∆ < 0.

Przykład:
Sporządzić wykres funkcji y = -2x2 + 4x – 3

y = -2 ( x – 1)2 – 1

Osią symetrii jest prosta prostopadła do osi Ox w punkcie x0 = 1.
Wierzchołkiem jest punkt W ( 1, -1).
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Funkcja nie ma miejsc zerowych, ponieważ ∆ = 42 – 4 (-2) (-3) = -8 < 0

W zależności od znaku współczynnikaa oraz wartości wyróżnika∆ można podać
schematyczne wykresy funkcji kwadratowej:

a > 0
∆ > 0 y a > 0 y

∆ < 0

0 x 0 x

x1 x2

a < 0
∆ = 0 a > 0

y ∆ = 0
y

0 x1 = x2 x 0 x

x1 = x2

a< 0 y
∆ >0 y

a < 0
∆ < 0

x1 0 x2 x 0 x
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Równanie o jednej niewiadomej x, mające postać

ax2 + bx + c = 0 a≠ 0

gdzie a, b i c są to liczby dane / napisane za pomocą cyfr lub liter / nazywamyrównaniem
drugiego stopnialub równaniem kwadratowym. Liczby a i b nazywamywspółczynnikami
równania, liczbę c nazywamywyrazem wolnym.
Jeżeli przynajmniej jedna spośród liczb b, c jest równa zeru, to równanieax2 + bx +c = 0
nazywamyrównaniem kwadratowym niezupełnym.Jeżeli b ≠ 0 i c ≠ 0 ( a≠ 0 z natury rzeczy,
jeżeli równanie jest kwadratowe ), to równanieax2 + bx + c = 0 nazywamyzupełnym.
Równania kwadratowe niezupełne występują w trzech postaciach:

ax2 + c = 0, b = 0, c≠ 0
ax2 = 0, b = c = 0
ax2 + bx = 0 b≠ 0, c = 0

Rozwiązanie równania kwadratowego polega na znalezieniu wszystkich jego pierwiastków,
tzn. takich liczb, które po podstawieniu w miejsce niewiadomej x spełniają to równanie, albo
na wykazaniu,że liczb takich nie ma.

Równanieax2 + c = 0
Jeżeli ac > 0, tzn. liczby a i c są jednakowych znaków, to równanie nie ma pierwiastków,
ponieważ jego lewa strona jest zawsze ujemna / gdy a < 0, c < 0 /, lub zawsze dodatnia
/ gdy a > 0, c > 0 /. Np. równania x2 + 1 = 0. 5x2 + 3, -4x – 8 nie mają pierwiastków.
Jeżeli a i c są różnych znaków, ac < 0, to
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Jeżeli ac < 0, to -
c

a
> 0.

Równanie ax2 +c = 0 jest więc w tym przypadku równoważne równaniu:

( x - )
a

c− (x + )
a

c−
= 0

Wynika stąd, że istnieją dokładnie dwie liczby x1 i x2 spełniające w przypadku ac < 0
równanie ax2 + c = 0, a mianowicie

x1 =
a

c−
, x2 = -

a

c−

Liczby te różnią się jedynie znakiem.

Przykłady:
równanie x2 –1 = 0 ma rozwiązanie x1 = 1, x2 = -1
równanie 4x2 – 9 = 0 ma rozwiązanie x1 = 1,5, x2 = -1,5
równanie -16x2 + 9 = 0 ma rozwiązanie x1 = 0,75, x2 = -0,75

Równanieax2 +bx = 0 ma zawsze rozwiązanie. Przekształcając lewą stronę tego równania

ax2 + bx = ax ( x +
a

b
)
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Można stwierdzić, że ma ono dokładnie dwa pierwiastki

x1 = 0 x2 = -
a

b

Przykłady:
równanie x2 + 2x = 0 ma rozwiązanie x1 = 0, x2 = -2
równanie 5x2 – 8x = 0 ma rozwiązanie x1 = 0, x2 = 1,6

Równanieax2 = 0 ma dokładnie jeden pierwiastek / tzw. podwójny / x = 0.

Przykłady:
x2 = 0
3x2 = 0
-2x2= 0

Równanie kwadratowe zupełneax2 + bx + c = 0 / a≠ 0, b≠ 0, c≠ 0 / rozwiązujemy
następująco:
Ponieważ
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więc równanie dane jest równoważne równaniu
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Jeżeli ∆ ≥ 0, to korzystając ze wzoru na różnicę kwadratów mamy równanie
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Istnieją dokładnie dwa pierwiastki
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w przypadku gdy∆ > 0
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x = -
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w przypadku∆ = 0

Jeżeli ∆ < 0, to równanie nie ma rozwiązania
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Przykłady:
x2 + 5x +10 = 0, ∆ < 0 równanie nie ma pierwiastków
x2 +5x +6,25 = 0, ∆ = 0 równanie ma jeden pierwiastek (x1 = x2 = -2,5)
x2 +5x +4 = 0, ∆ > 0 równanie ma dwa pierwiastki (x1 = -4, x2 = -1)

Niech∆ = b2 – 4ac > 0
Wiemy,że równanieax2 + bx + c = 0 ma w tym przypadku dwa różne pierwiastki x1 i x2

Obliczamy ich sumę i iloczyn
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Zależności te nazywają się wzorami Viete`y.
Wzory te prawdziwe są także w przypadku∆ = 0.

Z podanych wcześniej schematycznych wykresów trójmianu kwadratowego wynika metoda
rozwiązywania nierówności drugiego stopnia

ax2 + bx +c > 0 ax2 + bx +c < 0
ax2+ bx +c ≥ 0 ax2 + bx +c ≤ 0

Przykłady:
x2 - 8x +16 > 0

a = 1 > 0, ∆ = 0, x1 = x2 = 4

Odp. x < 4 lub x > 4

y

+ +
0

x = 4 x y

x dowolne

x2 + 2x + +5 < 0, nierówność sprzeczna 0 x
-3x2 + x – 5 < 0, x dowolne
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