
Zadania z logarytmów, ciągów i geometrii analitycznej.
Zadanie 1.
Wyznacz wartości parametru m, dla których równanie

x2 + xlog2(
2

m ) + log2(
4

m ) = 0 ma dwa różne rozwiązania, których suma

kwadratów ma wartość najmniejszą.
Rozwiązanie:
Aby istniały logarytmy występujące w zadaniu musi być spełniony warunek
m〉 0. Ponieważ a=1 jest liczbą różną od 0 więc jest to równanie kwadratowe.
Równanie to posiada 2 różne rozwiązania⇔ ∆ 〉 0.

Obliczam∆ a = 1, b = log2
2

m
, c = log2

4

m

∆ = b² - 4ac

∆ = ( log2
2

m )² - 4log2
4

m = ( log2m – log22 )² - 4( log2m – log24 ) =

= ( log2m – 1 )²- 4( log2m – 2 ) = ( log2m )² - 2log2m + 1 – 4log2m + 8 =
= ( log2m )² - 6log2m + 9 = ( log2m – 3 )²
W przekształceniach wykorzystałam twierdzenie o logarytmie z iloczynu oraz
wzór na kwadrat różnicy.
∆ > 0 ⇔ ( log2m – 3 )² > 0
Nierówność jest prawdziwa dla każdego m > 0 z wyjątkiem tej wartości dla
której log2m – 3 = 0

log2m = 3 z definicji logarytmu otrzymujemy
m = 2³
m = 8

Dla m∈ [( 0; + ∞ ) - { 8 } ] równanie posiada 2 różne pierwiastki.
Wyznaczam sumę kwadratów tych pierwiastków wykorzystując wzory Vie`ta.

x1 + x2 =
a

b− = -log2
2

m

x1 · x2 =
a

c = log2
4

m

(x1)² + (x2)² = (x1+x2)² - 2x1x2 = ( -log2
2

m )² - 2log2
4

m = (-1)²(log2m – log22)² -

- 2(log2m – log24) = (log2m – 1)² - 2(log2m – 2) = ( log2m )² + 2log2m + 1 –
- 2log2m + 4 = ( log2m )² - 4log2m + 5

Przez f(m) oznaczam sumę kwadratów pierwiastków
f(m) = ( log2m )² - 4log2m + 5 niech log2m = z stosuję zmianę zmiennej
f(z) = z² - 4z + 5 jest to funkcja kwadratowa o współczynniku a > 0 jej
wykresem jest parabola skierowana ku górze. Funkcja ta osiąga wartość

najmniejszą dla z =
a

b

2

− =
2

4 =2. W(p;q) p = 2, q =
a4

∆−

∆ = b² -4ac = (-4)² - 4·1·5 = 16 – 20 = -4



q =
4

4 = 1 f(z)

1
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Wykorzystując podstawienie log2m = 2 z definicji logarytmu otrzymuję
m = 2² = 4∈ [(0; +∞) -{8}]

Odp. Dla m = 4 suma kwadratów pierwiastków równania ma wartość

najmniejszą.

Zadanie 2.

Liczby log 9; (
2

1 )-2 + 2( 3)0; log0,5(
16

1 )² są w podanej kolejności

trzema początkowymi wyrazami ciągu arytmetycznego (an). Suma 2n
początkowych wyrazów tego ciągu jest o 60 większa od sumy n początkowych
wyrazów tego ciągu. Wyznacz n.
Rozwiązanie:
Obliczam poszczególne liczby korzystając z definicji logarytmu i definicji
potęgi o wykładniku całkowitym ujemnym.
Pierwsza liczba log 9 = x⇔ ( 3 )x = 9 sprowadzam równanie do wspólnej

3

podstawy 3
( 30,5)x = 3²
30,5x = 3² funkcja wykładnicza jest różnowartościowa więc
0,5x = 2

x = 4

Druga liczba (
2

1 )-2 + 2( 3 )0 = 2² + 2·1 = 4 + 2 = 6

Trzecia liczba log0,5(
16

1 )² = x ⇔ (
2

1 )x = (
16

1 )²

(
2

1 )x =[ (
2

1 )4]²

(
2

1 )x = (
2

1 )8

x = 8
Tak więc liczby te są trzema początkowymi wyrazami ciągu arytmetycznego w
którym: a1 = 4, a2 = 6, a3 = 8
Pierwszy wyraz w tym ciągu wynosi a1 = 4. Obliczam różnice ciągu
arytmetycznego: r = a2 – a1 = 6 – 4 =2



Korzystam ze wzoru na sumę n początkowych wyrazów ciągu arytmetycznego

Sn =
2

)1(2 rna −+ ·n i obliczam S2n =
2

)12(2 rna −+ ·2n

S2n =
2

2)12(8 −+ n ·2n =( 8 +4n –2 )·n = ( 4n + 6 )·n = 4n² + 6n oraz

Sn =
2

2)1(8 −+ n ·n =
2

)14(2 nn −+ = n² +3n

Z treści zadania wynika następująca zależność
S2n = Sn + 60
4n² + 6n = n² + 3n + 60
3n² + 3n – 60 = 0 : 3
n² + n – 20 = 0
∆ = b² - 4ac
∆ = 1 - 4·1·(-20) = 81

∆ = 9

n1 =
2

91−− = -5 ∉ N

n2 =
2

91+− = 4∈ N

Odp. Dla n = 4 spełniony jest warunek zadania.

Zadanie 3.
Punkt S=(0;0) jestśrodkiem boku AD równoległoboku ABCD. Mając dane
współrzędne wektorów AB = [4;3], BC = [6;2] wyznacz:

a) współrzędne wierzchołków,
b) pole równoległoboku,
c) miarę kąta ostrego równoległoboku.

Rozwiązanie:
Sporządzam rysunek pomocniczy

D C
S

A B
Dane:
Punkt S = (0;0), AB = [4;3], BC = [6;2]
Szukane: A=(xA; yA), B=(xB; yB), C = (xC; yC), D = (xD; yD).

AD = BC = [6; 2]
AD = [xD – xA; yD –y A] = [6; 2]
Otrzymujemy równości
xD – xA = 6 ∧ yD – yA = 2
Ze wzoru naśrodek odcinka otrzymujemy równania



xA + xD yA + yD

2 2

Buduję układy równań

xD – xA = 6 yD – yA = 2
xA + xD ∧ yA + yD

2 ·2 2 ·2

xD – xA = 6 ∧ yD – yA = 2
xA + xD = 0 yA + yD = 0

Otrzymane układy równań rozwiązuję metodą przeciwnych współczynników
2xD = 6 ∧ 2yD = 2
xD = 3 yD = 1
xA + xD = 0 ∧ yA + yD = 0
xA + 3 = 0 yA + 1 = 0

xA = -3 ∧ yA = -1

A = ( -3; -1 ) i D = ( 3; 1 )
Obliczam współrzędne punktu B

AB = [ xB – xA; yB – yA ] = [ xB + 3; yB + 1 ]
[ xB + 3; yB + 1 ] = [ 4; 3 ]

z tego,że wektory równe mają równe współrzędne wynika
xB + 3 = 4 ∧ yB + 1 = 3

xB = 1 ∧ yB = 2
B = ( 1; 2 )

Obliczam współrzędne punktu C

DC = AB
[ xC – 3; yC – 1 ] = [ 4; 3 ]
xC – 3 = 4 ∧ yC – 1 = 3

xC = 7 ∧ yC = 4
C = ( 7; 4 )

b) Wykorzystuję obliczenia i rysuję równoległobok ABCD w prostokątnym
układzie współrzędnych.
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Obliczam pole równoległoboku
6 2

PABCD = 2·P∆ DAB = 2·
2

1 d( AD; AB ) = 4 3 = 18 - 8 = 10 j²

Pole równoległoboku wynosi 10 j²
c) Kąt ostry równoległoboku ABCD α = ( AD; AB )

Obliczam cosinus tego kąta korzystając ze wzoru analitycznego
a b + ab

cosα =
AB · AD

Gdzie AD = [ a1; a2 ] = [ 6; 2 ], AB = [ b1; b2 ]

AD = 6² + 2² = 40 = 2 10

AB = 4² + 3² = 25 = 5
6·4 +2·3 3 10

cosα = =
2 10 ·5 10

3 10

Odp: Cosinus kąta ostrego równoległoboku wynosi .
10
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